Mathématiques 30321

Module 5
L’algébre - la géométrie et le cercle

3. Exploiter les relations mathématiques pour analyser des situations diverses, faire des prédictions et
prendre des décisions éclairées.

RESULTATS D’APPRENTISSAGE SPECIFIQUES

3.3 démontrer sa compréhension de la relation entre I'algébre et la géométrie en utilisant les concepts
géomeétriques du plan cartésien dans la résolution de problemes et la démonstration de propriétés

» Démonstration analytique

» Relations entre les points du plan cartésien
¢ Point de partage de segment

Rappel : pour deux points Pi(xi, y1) et Pa(xz, y2)

La pente de PiP; est m = 2" h
XX

Le point milieu de PiP,, M, est (Xl % Mt YZJ

2 2

La distance de P; a P, est d = \/(xz - xl)2 + (yz - yl)2

> L'abscisse a l'origine est la valeur de x quand y = 0.
» L'ordonnée a l'origine est la valeur de y quand x =0.

> Les pentes des droites paralléles sont égales et les pentes des droites perpendiculaires sont
les inverses et de signes contraires.

Ex : Vérifions un triangle rectangle
a) Vérifiesi A(-1, 2), B(3, 0) et C(1, -4) sont les sommets d'une triangle rectangle.

Pour AB, pour BC, pour CA
m:u mzYz_)ﬁ mzYz‘)ﬁ
XZ - X_L X =X X =X
n20-2 40 L_2+4
S 3+1 ~1-3 T1+1
| =4 =6-
m==3 m== 2 m=3 3
Les segments AB et BC ont des pentes inverses et de signes contraires donc elles sont

perpendiculaires.
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b) le AABC est-il isocele? Justifie ta réponse.
Pour qu'un triangle soit isocele, il lui faut 2 cotés de la méme longueur.

Pour AB, pour BC, pour CA
d =, -x)" +(y, - .) d = -x)" +(y, - ,) d =y -x) +(y, - .)
d =y(-(-1)) +(0-2) d=y@-3)+(-4-0) d=/L+17? +(-4-2)
d =47 + (- 2) d=+(-27 +(-4F d =27 +(-6)
d=+16+4=+20=25 d=+4+16=420=2/5 d =+/4+36 =40 = 2410

mAB = mBC donc c'est un triangle isocele.

Ex : Vérifie si les diagonales de ce parallélogramme, dont les sommets sont W(-2, 1), X(3, 3),
Y(4, -1) et Z(-1, -3), se coupent en leur milieu.

Diagonale WY diagonale XZ
X tX YitY, X tX YitY,
( 2 '2] ( 2 ' 2 ]
-2+4 1-1 3-13-3

( 2 '2] ( ' 2]
20 20
[23)- [23)-0d

les diagonales ont le méme point milieu donc oui elles se coupent en leur point milieu.

Un segment milieu est un segment qui relie les points milieu de deux c6tés d'un triangle.

Théoréme du segment milieu d'un triangle

Si un segment relie les points milieu de deux c6tés d'un triangle, alors ce segment est paralléle au
troisieme c6té d'un triangle et a la moitié de sa longueur.

***8.1 Le lien entre la géométrie analytiqgue etgéométrie plane p. 460
#1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13,14,16, 1

***Découvertes mathématiques p.46@1ab, 2, 3ac, 4, 7, 8@ lab, 2, 3ac, 4, 7,809 1, 2
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La division d'un segment de droite
En architecture, il arrive que les marches ou les escaliers constituent la piéce maitresse d'un
édifice. Le principe mathématique qui sous-tend la construction de marches d'escalier repose sur la

division d'un segment de droite en parties égales.
Contremarche

Giron
Un escalier comprend des contremarches (hauteur) et des girons (profondeur).

Ex : Si on doit construire un escalier qui couvrira une distance horizontale de 4,0 m et qui s'éléevera
verticalement sur une hauteur de 2,4 m.

Il faut décider combien de marches on veut.

S'il y a dix marches, alors les girons seront de 4,0/10 = 0,4m pour chaque marche, et les
contremarches seront de 2,4/10 = 0,24m.

Donc pour un segment de droite, ot on conndit les extrémités, on veut trouver la longueur
horizontale et la longueur verticale qui nous permettra de diviser notre segment en parties égales.

Ex : Détermine les coordonnées des points qui divisent en cing parties congruentes le segment de
droite qui relie A(-3, 6) et B(7, -9).

La distance horizontale entre A et B est La distance verticale entre A et B est
|2 = x1| = |7 - (-3)| = [10] = 10 lyz-=yil = 1-9-6|=1]-15] = 15
on veut la diviser en 5 parties égales, donc /5 = 2 on veut la diviser en 5 parties égales, donc /5 = 3

Pour trouver le premier point en partant du point A, tu veux aller 2 unités vers la droite et 3 unités
vers le bas, (x + 2,y - 3), le deuxieme point, (x + 2(2), y - 2(3)), le troisiéme point (x + 3(2),y -
3(3)), le quatrieme point, (x + 4(2), y - 4(3)). On peut trouver le cinquieme point pour voir si on
arrive au point B en faisant (x + 5(2), y - 5(3)).

Les points de partage sont donc, (-1, 3), (1, 0), (3, -3), (5, -6).

***8.2 La division de segment de droite p. 467
#1, 3,6, 11, 15, 19, 21, 23, 24, 26, 27, 29, 30
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» Relation entre un point et une droite
¢ Distance entre un point et une droite

Ex : Détermine la distance la plus courte entre l'origine et la droite définie par I'équation
y = 2x - 10, au dixiéme prés.
Il faut trouver I'équation de la perpendiculaire ay = 2x - 10 qui passe par (0, 0), si la pente de la

perpendiculaire est de /5. *
m = 2" % .

X 1 pour trouver la distance de (0, 0) a (4, -2)
-1 - Y =0 onmultiplie croisé 3 -k |,

2 x-0 B d:\/(><2—><1)2+(y2—y1)2
2y = x B d=(-2-0f +(a-of

y=-2X W

L d=(-2F + (4F = J4+16 = V20 = 45

on veut savoir ol les deux droites se coupent , P
u . u up donc la distance la plus courte entre l'origine et

ix = - = -
-zx =2x - 10 y=2x-10 la droite y = 2x - 10 est de 4 5.
-x = 4x-20 y=2(4)-10 (4,-2)
-5x = -20 y=8-10
x=4 y=-2
Ex : Détermine la distance entre le point P(-1, 3) et la droite définie par I'équation x +y - 5 = 0, au dixieme
pres.
Y=-x+5,I te de | diculai t 1.
X+ 9. lapente de la perpendicuiaire e > pour trouver la distance de (-1, 3) a (0,5, 4,5)
m= y2 - yl & >
X = % 7 d:\/(xz_xl)"'(Y2_Y1)2
- _¥~3 onmultiplie croisé _ PN A
- 25 p 4 d \/(0,5 0)f + (45 -9
y-3=x+1 3 d=/(L5f + (15] = 225+ 225
YZX+4 4 = 4’5:2,],
k- donc la distance la plus courte entre P(-1, 3) et

Bo-
onh veut savoir ol les deux droites se coupent
P la droite x +y -5 =0 est de 2,1.

x+4=-x+5 Y=-x+5

2x =1 Y=-05+5

x=% =05 Y=45
(05,45)

¢ Distance entre deux droites paralleles
Pour trouver la distance verticale entre deux droites paralléles, il faut trouver la différence entre les deux
ordonnées a l'origine.
Pour trouver la distance horizontale entre deux droites paralléles, il faut trouver la différence entre les
deux abscisses a l'origine.
Pour trouver la distance la plus courte entre deux droites paralléles, il faut choisir un point sur une des
droites et faire le méme travail que les autres exemples.

Ex : trouve la distance verticale, horizontale et la distance la plus courte entrey = 2x + 3 ety = 2x - 4.
***8.3 Les distances entre des points et des dsgite475
#1,3,7,9, 11, 15, 23, 31, 35, 39, 41, 47554,
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« Equation du lieu géométrique

Un lieu géométrique est un ensemble de points déterminé par une condition donnée. Par exemple, un chien est
retenu par une laisse de 10m attachée a un poteau planté au milieu d'une grande cour, alors le lieu
géométrique des points les plus éloignés que le chien peut atteindre est un cercle de rayon de 10m.

* Le cercle dans le plan cartésien

Le cercle est un lieu géométrique des points du plan qui sont équidistant d'un point fixe, qu'on appelle le
centre.

L'équation d'un cercle de centre (h, k) et de rayon r est définie par I'équation canonique (x - h)? + (y - k)? = r?

Ex : Détermine |'équation de chacun des cercles suivants :

a) cercle de centre (0, 0) et de rayon 10. b) cercle de centre (5, -1) et de rayon 2.
(x - 0)*+ (y - 0)* = 10 (x -5+ (y- (-1))°=2
X% +y? = 100 m (x-5)+(y+1)7>=4
’ / ™\
A | N %
c) cercle de centre (-1, 2) qui passe par le point (3, 1).
Il faut trouver la longueur du rayon avec la formule de la distance.
d=Jbe-xf+(.-wf (x~h) + (y - k)’ = r?
: : (x = (D)2 + (y - 2 = (VIT )
d:\/(3-(—1))+(3-2) (x+1)%+(y-2)P2=17
d = J(af + @f e NG
d=16+1=+17 L

« Equation du cercle
¢ Générale

L'équation du cercle sous la forme générale s'écrit : x* +y? + Dx + Ey + F = 0, oii D, E et F sont des
coefficients.

¢ Canonique (standard)

L'équation du cercle sous la forme standard s'écrit : (x - h)? + (y - k)? = r?, d'oli la coordonnée (h, k) donne le
centre du cercle et r est la longueur du rayon.

Rappel : Formule quadratique générale : x =

-b++v/b*-4ac -b++b?-4ac
2a

2a
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¢ Passage d’'une forme a l'autre
Pour changer de la forme standard a la forme générale :
(x- 17+ (y + 3 = 5°
(x*-2x+ 1)+ (y>+ by +9) = 25
x*-2x+1+y*+6y+9-25:=0
x?+y?-2x+6y-15:=0
Pour changer de I'équation générale a la forme standard : (il faut faire la complétion du carré)
x*+y?-2x+6y-15=0
x?-2x+y*+6y-15=0
(X*-2x+1)-1+(y*+6y+9)-9-15=0
(x-1P%+(y+3)-25=0
(x- 12+ (y + 3= 25

Ex : Ecris I'équation du cercle dont le centre est (4, -1) et qui passe par (3, 7) dans sa forme standard et

dans sa forme générale.  (x - h)? + (y - k)? = r? (x -4+ (y - (-1)) = 65
(3-4Y+7-(-1)y=r? (x - 4)° + (y + 1)° = 65 Forme standard
(-1« (8 =r? X2 -4x-4x+16+y? +y+y+1-65=0
1+64=r? x? +y?-8x +2y-48 =0 Forme générale
65 = r?

Ex : Trouve I'équation du cercle dont les extrémités du diametre sont (-2, 5) et (6, 9).
- +X +
d:\/(XZ_X.I.)Z-'-(yZ_yl)2 PM - (Xl 2 21 yl 2y2\J

d= \/(6 -(2f +(0-57 PM= (-22+ 6 5 ; 9)

d = l6] + (4P =oarto=Jgo=a  PM = [4 Lk @)

_ 45 _
r—2 25

(x - Y2+ (y - K = 2
(x-2)+(y-7)=20

**8.4 I'équation d’un cercle p. 481
#1,5,9, 13, 15,17, 19, 21, 23, 27, 29, 3138739, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 51

Et trouve le centre et le rayon de chaque cercle.

1. x* —6x+y? -8y -39=0 4. X2 +8+y?-8y=0
2. X*=TX+y*+7y=1775 5. X% +6x+y? —4y =37
3. X*+8x+y*+4y =12 6. x> +8x+Yy? +10y+13=0
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Les intersections de droites et de cercles

Une droite et un cercle peuvent se couper ou non. S'ils se coupent, on peut déterminer les coordonnées du
point ou des points d'intersection grdce a un systeme d'équations qu'on résout algébriquement ou
graphiquement.

Ex : Trouve les coordonnées des points d'intersection de la droite définie par I'équationy = x - 1 et du cercle
défini par I'équation x* + y? = 25.

Graphiquement Algébriquement

Dy=x-1 remplacedansla 2e équation
2)x* +(x-1) =25

X?+ x> -2x+1-25=0

2x* —2x-24=0

x*-x-12=0

(x—4)(x+3):O

six=4 ou x=-3

y=3 y=-4

Donc, les points d'intersections sont (4, 3) et (-3, -4)

Ex. 2 p. 485 La pilote d'un petit avion se dirige vers le centre d'un systeme météorologique intense a une
vitesse de 200 km/h. Elle décide de modifier sa trajectoire afin d'éviter le coeur de la tempéte. Si on utilise
un plan cartésien dans lequel I'avion se trouve d l'origine et ot la longueur de c6té de chaque carré représente
1 km, on peut représenter graphiquement le systéme météorologique par la relation (x - 20)* +(y —10)° = 49.
La nouvelle trajectoire de I'avion suit la droite définie par I'équation y = 02xdans le quadrant I. L'avion
évitera-t-il completement le systéme météorologique? Sinon, combien de temps se trouvera-t-il a l'intérieur
du systeme météorologique au dixieme de minute pres?

Dy =0,2x remplact dans la 2e équatior P -
— 2 _ - -
2)(x—10 + (02x-10)" = 49 o —bxb?—dac _44x J(= 44y - 4(104)(45))

2 ; 2a 2(104)
X —20x+100+ 004x° —4x+100-49=0 _441\/19:%5——1876&3_441\/@1
104x2 — 44x + 451=0 X= 208 T 208

(= 34E 774
six=249 ou x=174 208
y =497 y =349 x:%:24,9 ou x:@:17,4
208 208

Alors la distance est cd = \/(24,9 —17,4)2 + (4,97— 3,49)2 = 759Pour trouver le temps que l'avion prend a fairdecet
i =d =d/ =799/ _ s/ —
distancev = % ot= K/ = 127 oc = 003795, donc0,037931x 60 A = 2,277semndes
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Corde : une droite qui coupe un cercle en deux points.
Tangente : une droite qui coupe un cercle en un seul point. Ce point s'appelle le point de tangence.

Pour déterminer I'équation d'une tangente en n'importe quel point d'un cercle, tu peux utiliser la propriété
suivante : « une tangente est perpendiculaire au rayon au point de tangence ».

Ex : Ecris I'équation de la tangente au cercle défini par I'équation X2 + y? = 25 au point P(3,4).

m|:]:__3
4
Centre¢(0,0) et P(34) Equationd'une droite y = mx+b y Z_TXJrZZS
m=Y2"% 4:_73(3)+b 4y =-3x+25
X_
2% 3x+4y-25=0
_4-0_4 4+2 2 p
m=———=—
3-0 3 4
=22

Ex:8,5p.488 #1,3,5,7,9,11, 13, 15,119,21, 23, 25, 27, 29, 39, 41, 47, 48, 49, 51, 67

=+Révisions p. 516 #1,2,3,4,5,6,8,10, 13, 15, 17, 19, 21, 22, 24, 25, 29, 31, 3233337, 39, 41, 43,
46, 48

Module 5 - la géométrie et le cercle - Page 4



